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A. Intégrales

A.L.1 Intégrales sur une ligne, une surface ou un volume

Nous allons avoir besoin de calculer des intégrales sur des lignes, surfaces et volumes. Voyons donc

ici les outils dont nous allons avoir besoin.

A.L.1.a Préliminaires

A.I.1.a.i Notations

Dans la suite, nous noterons :

Intégrales sur une ligne I’

Intégrales sur une surface S

Intégrale sur un volume V

rffdl

Sffds

fodv

Ensuite, ces intégrales seront décomposées selon le domaine intégré en 1, 2 ou 3 intégrales en fonction

des variables évoluant en précisant leurs bornes. Par exemple en coordonnées cartésiennes :

Intégrales sur une ligne I’

Intégrales sur une surface S

ijdl :le fdx

Y2 X2

ffdsz j ffdxdy
S

V1 X1

Intégrale sur un volume V
Z2 Y2 X2
fde: f f ffdxdydz
v Z1 Y1 X

A.L1.a.ii Elément d’intégration

Pour calculer une intégrale, il va falloir décrire I'élément d’intégration dl, dS ou dV. Cet élément
d’intégration est une petite ligne, une petite surface ou un petit volume qu’il va falloir « déplacer » sur
I’ensemble de I’élément intégré (ligne, surface ou volume) a I'aide des bornes d’intégration.

Les éléments d’intégration dépendent du systéme de coordonnées choisi (cartésien, cylindrique,
sphérique) et du lieu d’intégration, par exemple en intégrale surfacique cylindrique, soit on intégre sur

le cylindre a rayon constant, soit sur une tranche du cylindre...

Voici des exemples d’éléments d’intégration :

Cartésien Cylindrique Sphérique
dl = dx dl = Rd6 dl = Rdy
Ligne dl =dy dl =dr dl = Rsiny do
dl=dz dl=dz dl =dr
dS = dxdy dS = Rd@dz
Surface dS = dxdz dS =rdrdf dS = R?siny dOdy
dS =dydz dS =drdz
Volume dV = dxdydz dV = rdrdfdz dV = r?siny drd6dy
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A.L1.a.iii Choix d'un repére
Avant toute intégration, il est nécessaire de poser un repere qui va définir les bornes d‘intégration.
A.L1.a.iv Bornes d’intégration

Les bornes de I'intégrale doivent étre définies de maniere a décrire entierement la ligne, la surface
ou le volume ou est effectuée I'intégration. Nous traiterons des exemples par la suite.

A.L1.a.v Principe de séparation des variables

Soit I'intégrale suivante :

Z2 Y2 X2

ffff(x)g(Y)h(Z)dxdydz

Z1 Y1 X1

Lorsqu’il est possible d’identifier des fonctions d’une seule des variables de I'intégrale, on peut
séparer les intégrations :

JZ} f jzf(x)g(}’)h(z)dxdydz = f f(x)dx f g(y)dy jz h(z)dz
e v Z

A.L1.a.vi Calcul d’une longueur, une surface ou un volume

Pour calculer une longueur, une surface ou un volume, il suffit d’intégrer le nombre 1, c’est-a-dire
I’élément de longueur, surface ou volume.

Longueur Surface Volume
=fdl =fd5‘ = de
r S v

A.L1.a.vii Erreur de signe
Attention, les bornes d’une intégrale doivent étre organisées de la plus petite a la plus grande.

Soit le segment OA suivant :

X
o 4 L >—_ o
B A 0 c D
- L . < L .
Ona:
XA_XB:L 5 XD_XC=L
Calculons la longueur des segments AB et CD :
Xp
LCD = f dx = [x]))({g =XD _XC = L
Xc
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Cette premiere intégrale ne nous a pas posé de soucis, C et D étant organisés de gauche a droite, une
maniere « habituelle » de poser le probleme de gauche a droite.

Par contre, attention pour le segment AB !

Xa

LAB = f d.x= [x]j((;‘ =XA_XB=L
Xp

On voit bien qu’écrire fXAB dx induirait une erreur de signe.
Attention donc, ce probléme est souvent source d’erreurs sur des calculs de moments en statique.
A.LL1.b Coordonnées cartésiennes

A.L1.b.i Rappels

z
M
ZA
o} o4
X A 4
OM = x% + yy + zZ
A.L1.b.ii Eléments d’intégration
Longueur Surface Volume
dx
«—>
dx
«— dy
dy /
dz
«—>
dx
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A.L1.b.iii Exemples

o Surface d’'un rectangle

a a | -
}‘} M
y ® b
3’6
0 g X
dS = dxdy
a b
S = f ds = f f dxdy
S x=0y=0
a b
S = j dx j dy = ab
0 0
e Surface d’un triangle
y
b M
y
0 x > X
| a >
dS = dxdy

Les bornes de l'intégrale doivent permettre de promener dS sur toute la surface étudiée. On peut
calculer cette intégrale de deux manieres.
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Méthode 1 : faire varierx deOQaaetydeOa..

o F) o b
=fd5= f f dxdy = f f dxdy
s x=0y=0 x=0y=0

On remarque que I'on ne peut pas procéder a cette intégrale par séparation de variable ni dans
n’importe quel sens :

_ f(jdy\ _ f( ) - fba;xdng f(a—x)dx

=0 x=0 x=0 x=0

S b[ x?)* b[ a? ba* ab
=—lax——| =—-laa——=| =—-—5=—
a 2, 2], 2 2
Méthode 2 : faire varierydeOabetxdeOa .. b—y
X =a
> ! b
y oo
y 1
> X
@) X
a
ab%y b
S = dS=f fdxdy
5 x=0 y=0
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A.L.1.c Coordonnées cylindriques
A.L1.c.i Rappels
zL
Zp \
0)—>—
AN .
6 . e,
e,
OM =re, + ze,
A.L1.c.ii Eléments d’intégration
Longueur Surface Volume
Circonférence cylindre Tranche de cylindre
‘ ds = rdrde
R
jdl — RdO daV =rdrd6dz

de

v/

Arréte cylindre
dl = dz

Surface extérieure cylindre

S = Rd6dz
d

z Rd6

do R

V

N

dz rdf

do

v/

Far

Attention : dS et dV sont positifs, 7 € [0, R] uniquement
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A.L1.c.iii Exemples
e Surface d’'un demi disque
Remarque : On peut calculer cette intégrale en cartésien, mais c’est a éviter
R VR?-x? R
TR?
S:dez j dxdy = j R?2 —x?2dx = =—
s 2
e

=—R y=0 x=—R

o Surface d’un cylindre

dS = RdOdz
21T 0
s fas= [ ] nans
s 920 z=—H
2T 0

S=R fd@ f dz = R[013™[2]°, = 2nRH

6=0 z=—H
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e Volume d’un cylindre

e Surface d’'un céne

On sait qu’elle vaut : TRVR? + H?. Le calcul devient moins évident, car il faut faire une intégrale
double, en exprimant proprement I’élément de longueur dl en fonction de 2 variables a choisir (r, 8)

ou (z,0). Vai choisi (z, 0).

cosax = —

S

_ RVRZ+H?
- HZ

dS = rd6 = dl
H dz
TVRErHE dl
R r
tana=ﬁ=g ;YT =Z—
_VRZ+HZR

H

2 H

! RVRZ + H2
f dg f zdz | =2n——
=0 z=0
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A.L1.c.iv Remarques

e Vecteurs intégrés

Selon l'intégrale calculée, il peut étre nécessaire d’'intégrer les vecteurs e, et eg. Attention, ces
vecteurs sont dépendants de 6 et ne pourront sortir de I'intégrale.

{ e, =cosf X +sinfy
eg = —sinf X + cosOy

N
S’ils sont intégrés entre 0 et 27T, on remarquera sans faire de calculs que le résultat donne 0 (la somme
de e, ou ey en 2 points diamétralement opposés est nulle, et ce pour tous les bipoints considérés).

Sinon, il suffit de les projeter dans une base ou les vecteurs sont fixes et sortent donc de I'intégrale.

Exemple 1:
R m R m
e dS = f f e,rdrdf = f f(cos@ic’ + sin @ y)rdrd6
r=060=0 r=00=0

R w R
= f f (cos@)rdrdf x + f f (sin@)rdrd6 y
Z06=0

r=00=0 r
R T T
= frdr fc059d992’+ fsin9d9}7
r=0 6=0 6=0
) 2
= — ([sin 01§ + [ cos 617) = —- (~[cos 1F)

2

RZ
=-— (=2y)=R%

Page 11 sur 14




Derniére mise a jour Denis DEFAUCHY

Indispensables

23/03/2020 Cours
Exemple 2 :

0, z 0,

f f e,RdOdz = R(z, — z;) | e,df

01 z 601
0, 6, 0, 0,
fe_r’dezf(coseic’+sin937)d9=fcos@d@ic’+fsin9d9)7
01 01 01 601

= [sin H]Zia? + [—cos H]ij/ = (sinf, — sin6;)x + (cos 6; — cos B,)y

e Astuce de calcul

x =rcosf
On pensera que{ Y =71sin6
X% +y? =12
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A.L.1.d Coordonnées sphériques
A.L1.d.i Rappels
Uy
u,
z |-Y :
A !
0 Y i
= LW |
X, 0 ~ ®
OM =ru,
A.L1.d.ii Eléments d’intégration
Longueur Surface Volume

Peu utilisé, revient a faire du
cartésien (ligne) ou cylindrique
(cercles)

dS = R?siny dOdy

dV = r? siny drdfdy

dr s
Attention : dS et dV sont positifs, i € [0, 7] uniquement
g ordy _ y B}
A €o A _ u
_____________ e, rsiny dé
rsiny
Y D
r %&
<
0
- > 17' - > .7-6
€o Page 13 sur 14 z
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A.L1.d.iii Exemples

e Surface d’'une sphéere
21 T

f R?siny dOdy

6=0 =0

S=de=
s

2T T
f siny di = R?2[0]%™[— cos]T = —2mR?(cosm — cos0) = —2mR?(—1— 1)

S =R? f do
6=0 P=0
S = 4mR?

e Volume d’une sphere

R 2nm m
szde j f frzsinlpdrdedlp
v r=0 020 =0
3

R 2 b4 3R R

T

V= jrz f dae f siny dy = [?] [6]3™[— cos Y]T = ?47r = §T[R3
r=0 6=0 P=0 0

A.L1.d.iv Remarques

¢ Vecteurs intégrés
Comme illustré pour les intégrales cylindriques, on pourra intégrer le vecteur u, (éventuellement ug

et @ mais rarement utilisés) de la représentation sphérique en prenant :

u, =sinycosOx + sinysinfy + cosy Z

e Astuce de calcul

On pensera que :
x2+y*+z2=r
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